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5.1

Un problema de estimacién ML

. . K . .
E: Se dispone de las observaciones {x(")}kzl, tomadas independientemente una de
otra, de una mezcla de gaussianas

2V,

siendo los parametros s = [o m, v, m, v,]" valores deterministas desconocidos.

Establezca las ecuaciones ML para la estimacion de dichos parametros.
Discuta la dificultad de resolucion de dichas ecuaciones.

ol0xi 15)= T To(x 1) =T T1o b Imo o 1 ) I )

p<x>=p%ﬂvlexp{—“‘—mf}(l—p)%%exp{—%}=pp1<x>+<1—p>pz<x)
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5.2

y las ecuaciones son Z_In —0 ; es decir
S
a_|n —ZK: pl(x(k) | ml’vl)_ p2<x(k) | mz’Vz)_O
op . k=1 p(x(k)ls) -
@_m: K pl(x(k)lmlivl)_z X(k)_ml -0
TR
8_In_ y - _EV—3/2+<X(k)_m1)2 exp_(x(k)_ml)z -0

oV, ) =1 p (k)|5y0\/7 2 2Vi2 2V,

y analogamente param, y v, .
Es un sistema de ecuaciones no lineales: se necesita utilizar algun

matndn Ao hilcniiada nara cii enliiriAn v al acrnanla antra arliacinnac hara corine
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5.3

Considere el mismo caso anterior, pero incluyendo con cada muestra la observacion de
una variable indicadora que sefiale si x®) ha sido generada por la primera gaussiana o
por la segunda (z®: [1, 0] si py, [0, 1] si p,).

Indiguese cdmo se procederia en esta situacion.

Se dividiria el conjunto de muestras en {x(")}f_'l correspondientes a la primera
gaussiana y {x(")}f_K,+1 correspondientes a la segunda; con cada uno de ellos se
estimaria m;, v, y m,, Vv,, respectivamente, en la forma ya conocida: estimadores
muestrales.

Quedaria entonces aplicar la primera ecuacién anterior para la estimacion de p:

ZK: pl(x(k)lmh\A/l)_pz(x(k)IrAnZ’\A/Z) =0
<1 pp, (X |t 1) + (1= p)p, (XU | 1z, U2)

k=1 SN PIRY

P+
Dd(X(k)l “v)—n (X(k)lrlho Vo)
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5.4

Discusion

Se ha visto que, en una situacion moderadamente compleja, la resolucion
de las ecuaciones ML puede resultar complicada. Sin embargo, si se hubiese
contado con la observacion del indicador, las cosas serian elementales.

Lo que quiere decir que, si Se tuviese acceso a observar una variable
y = (X, z), se podria proceder sin dificultad. Pero no si tenemos observaciones
“incompletas”, de x (la variable observable).

Ante situaciones de este tipo se abre la posibilidad de construir
artificialmente una variable “completa” y; ganando ventaja computacional si
sabemos qué hacer para, en definitiva, maximizar p(x|s) (que es el problema
ML planteado).

A ello nos ayuda el algoritmo que se expone acto seguido.
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5.5

El Algoritmo EM (“Expectation-Maximization™)
Dempster, Laird y Rubin propusieron proceder asi: establecida la expresion

p(y [s) =p(y | x,s) p(x|s)
y sobre la forma

Inp(y[s)=Inp(y|x,s)+Inp(x|s)
* Inicialicese s en s(1)
* en el paso n, apliquese

calculando
finp(y 1xs)p(y 1, s(n))dy +Inp(x|s)

que indicaremos como
Q. s(n)) = Esmnply | 8)}

-11na efana M* s(n+1) = ara fmax O(s s(n))}

- una etapa E: promediando In p(y | s) respecto a p(y | X, s(n)); es decir,
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5.6

En el apéndice se prueba que este algoritmo maximiza p(x | s)

Notas

- El Algoritmo EM no esta exento de padecer problemas de detencién en
méaximos locales.

- Si se sustituye la etapa M (p. ej., por dificultad analitica) por un mero aumento
de Q, el algoritmo resultante (GEM: “Generalized EM”) tiene igual sentido.

- Si en las expresiones anteriores se afade In p(s) a In p(y | s), se tiene la
formulacion EM para planteamiento MAP.
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Ejemplo de aplicacion (Modelado EM-GM)

A: Formulese el Algoritmo EM para la mezcla de dos Gaussianas, utilizando la
variable indicadora z como no observable.

Se tiene como variable completa y = zx; cuya ddp sera p p, si z toma el valor
[1,0]",y (1- p)p, sizes [0, 1]T; es decir

olyolts)- 7] 2P imn)

k=1 (l_P)pz(X(k) |m2’V2)

Inp p (x‘k)|m v, )
In p({ (k)}|s) Zz(k’ in(a ! !

)pz(x(k) |m, ’Vz)

con lo que el Algoritmo EM resulta:
- etapa E

AL ) TK‘_;(_HA_]—f_m_umP_P (X(k) m, V)
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5.8

S I ]y
p(x( I(S(n)) )
(1= p(n)) p, (x| m, (n),v, (n)) —w(n
p(<*|s(n)) s

| 29

con lo que resulta

< Inpp(x‘k)|m v)
Q(s,s(n))= ®n) 1-w®(n ! Ll
( ( )) ;M ( ) ( )] |n(1—,0)p2(X(k)|m2,V2
- Etapa M
K o 0
. 0Q(s,s(n)) Sy [w (n) _1-w¥0n)]_,
op = P 1-p
K K
> (1 p)w®(n)- p (1w )0 > (w(n)- p)=0
k=1 k=1
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5.10

avl v 8v1
ZK: p(n)pl(x(k) |, (n), Vl(n))|:_ 1 + 12 (x(k) — ml)ﬂ =0
= p(x®@1s(n) 22

de donde
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5.11

Notando que

y lo mismo con
compactas:
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p(n)p, (X [m,(n)v,(n))
Z p(x*|s(n))

subindices 2 y 1-w®(n), son posibles expresiones mas

5wt ()

k=1

13 w®(n
p(n+1)==>w
K &=
Z w®( n)x®
m,(n+1)="=
> w®(n)
k=1
K 2
5 wo(n) (- m(n+1)
v (n+1)=% -
A A (VLN
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5.12

La generalizacion de lo anterior a una mezcla de G gaussianas multidimensionales
(GM, “Gaussian Mixture”) es inmediata: si la ddp es

G
p(xls)zzpjpj(xlmjivj)
-1

se tiene
K

pj(n+1):%zwgk>(n)

k=1

K
> w9 (n)x®

m;(n+1)= kle
kZ:;,Wﬁk)(n)
ZK:WE‘() (n)x® —m (n+1))' (x* —m,(n+1))
V(n+1)=""
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5.13

Apéndice: convergencia del Algoritmo EM

Se tiene que

Q(s,5(n)) = Egmtinply | x,s)j+Inp(x|s)
= H(s,s(n))+Inp(x|s)

s,s(n))—H(s(n),s(n))= n oy 1) N
H(s.s(n)- Hls(n) s(n) Els<n>{' p(y|x,s(n>>}

:‘tln{ o x5 )))}p(y|x,s(n))dy < 0 (siysolosis=s(n)

debido a la version limite de la desigualdad de Jensen: para una funcion
convexa fy unos pesos p; > 0 tales queij =1

y es

I
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5.14

A

fym)

f(Yrm)

»
»
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tomando In como fy p(y | X, s(n)) en el papel de las p;

H(s,s(n))—H(s(n),s(n))< Inf

[t
= lanp(y | %5 )dy

de modo que en cada paso M, al decrecer H, se incrementa p(x | ).

La prueba de la desigualdad de Jensen es elemental: f es
convexasi,con0<p<1

f [py+(1-p) Yml = pf(y ) +(1-p)f(ym)

al nfgr\lal r\ v 1

de la Informacion y de
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5.15

como para J+1 se tiene

J

) 0 L
PiiaYin "‘ijyj' =Pi1Yin "'(1_ pJ+1)Z B : Yi=PaYiu "'(1_ pJ+1)Z PiY;

j=1 j=1 1-pyay j=1

J
con p’ >0, Zp’j =1 ; aplicando la convexidad

J+1

Zp iYi |2 P (yJ+1) (1 pJ+1)f Zp iYi

=1

y por la desigualdad para J
/ 111 \ 1

Probada la desigualdad para dos sumandos, se supone cumplida para J;
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5.16

que es, en definitiva

J+1 J+1

f ijyj Zijf(yj)
-1 -1

y cuya version limite es
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